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1 Lokal kompakte abelsche Gruppen

Definition 1.1 (topologische Gruppe). Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und 7 eine Topologie auf G. Dann
heiBt (G, +,7) eine topologische Gruppe, falls die Abbildungen

1. (G,7) x (G,7) 3 (z,y) =z +y € (G, 7) (Addition)
2. (G,7) > 2+~ —z € (G,7) (Inversion)

stetig sind und (G, 7) ein Hausdorff Raum ist. Ist (G, 7) zusatzlich (lokal) kompakt, so heift (G, +, 7) eine
(lokal) kompakte abelsche Gruppe.

Example 1.2. (Z,+) mit diskreter Topologie. (R, +) mit der standard Topologie.
Proposition 1.3. Sei (G, +,7) eine topologische Gruppe. Dann gelten
1. Yz € G: ist die Translation t, : G — G, t,(g) := g + x ein Homéomorphismus.
2. Gz —x € G ist ein Homéomorphismus.
3 VAer, BCG: A+Bert
4. A,B C G kompakt = A + B kompakt

Proof. Zu "1.": t, ist die Komposition der stetigen Abbildung g — (z,g) und + (stetig da Komposition mit
projektionen stetig). Das Inverse von t, ist t_, und damit wegen dem Gezeigten auch stetig. Zu “2.": Klar
da inversion selbstinvers und inversion nach definition stetig ist. Zu “3.": A+ B = {J,cp A +0. Zu "4
A+ B = +(A x B) und Produkte kompakter Mengen sind kompakt. O

Definition 1.4. Eine Menge M C G heiBt symmetrisch, falls —M = M.

Proposition 1.5. /st (G, +, 1) eine topologische abelsche Gruppe so hat der Umgebungsfilter von O eine Basis
die aus symmetrischen und offenen Mengen besteht. Ist (G,+,7) LKA Gruppe so hat der Umgebungsfilter
von 0 eine Basis die aus symmetrischen und kompakten Mengen besteht.

Proof. —U NU ist offene Nullumgebung fiir jede offene Nullumgebung U. Im lka fall: Basis von kompakten
gibt es wegen Thm 2.7 im Papa Rudin (mit K = {0}, und U einer offenen Nullumgebung). —K N K
ist kompakte Nullumgebung fiir jede kompakte Nullumgebung K (Schnitte kompakter sind kompakt in HD
raum). O

Proposition 1.6. G Ica. Sei W C G eine Nullumgebung. Dann existiert eine symmetrische und kom-
pakte/offene Nullumgebung V mitV +V C W.



Proof. + ist stetig und 0 +0 = 0. Also existiert eine Umgebung U C G x G von (0,0) mit +(U) C W.
Nun existieren Uy, Us C G offene Umgebungen von 0 mit Uy x Uy C U (Eigenschaft der Produkttopologie).
Sei Uz := Uy NUsy. Dann ist Us offene Nullumgebung. Wegen Proposition 1.5 existiert kompakte/offene,
symmetrische Nullumgebung V' mit V' C Us und insgesamt

VAV =+VxV)C+{U)CW.
O

Proposition 1.7 (Quotientengruppe). (G,+,7) Ica. H C G abgeschlossene Untergruppe. Betrachte
Quotientengruppe G/H. Sei w : G — G/H die Projektion. Sei

7. ={VCG/H:m Y (V)er}
Dann ist (G/H,+,14) eine LKA Gruppe und m ein stetiger, surjektiver, offener Gruppenhomomorphismus.

Example 1.8 (Torus). Betrachten R als Ica Gruppe. Dann ist 277 eine abgeschlossene Untergruppe.

Definiere den Torus
T:=R/27Z

als die Quotientengruppe.

2 Haar MaB

Definition 2.1 (Borel o-Algebra). (X, 7) topologischer Raum. Borel o-Algebra B(X) := die kleinste
o-Algebra die 7 enthilt.

Definition 2.2 (Radon MaB). Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Ein MaB x auf B(X) heiBt Radon MaS5,
falls

1. u ist endlich auf kompakten Mengen:

VK C X kompakt : pu(K) < oo.

2. p ist von auBen regulér:
VE € B(X): pu(F)= inf u(U).

3. p ist fir offene Mengen von innen regular:

YUer:ulU)= sup up(K).
KCU
K kompakt

Proposition 2.3. Sei (X, 7) ein lokal kompakter topologischer Raum und 1 ein Radon MaB auf B(X) und
p € [1,00). Dann ist C.(X) dicht in LP(u).

Proof. 3.14 Rudin RCA. O

Definition 2.4 (Haarsches MaB). Sei (G,+, ) lka Gruppe. Ein MaB p auf B(G) heiBt Haarsches MabB,
falls

1. u#0.
2. p ist ein Radon MaB.

3. u ist translationsinvariant:
Ve e G,S €B(G): plx+S) = u(S).

Remark 2.5. Ist G kompakt so ist jedes Haarsches MaB auf G endlich, ist G o-kompakt (abzihlbare vere-
inigung von Kompakta) so ist jedes Haarsche MaB auf G o-endlich.

Theorem 2.6 (Existenz und Eindeutigkeit vom Haar MaB). Jede lka Gruppe hat ein Haar MaB. Sind
w, v Haarsche MaBe, dann existiert ¢ € (0,00) mit u = cv.



Example 2.7. Auf diskreten abelschen Gruppen ist das ZadhlmaB das Haarsche MaB. Auf R ist das Lebesgue-
MaB A das Haarsche MaB. Auf T ist

1(B) == A([0,27) N7~ (B))
das Haarsche MaB.

Proposition 2.8 (Einfache Eigenschaften von Haarschen MaBen). Sei (G,+,7) lka Gruppe und p
Haarsches MaB. Dann gelten:

1. Vfe LY G),yeqG

/G f(o 4 y)du = /G fdu,
2 9#£Ver=uV)>0,

3. sind f,g € C(G) u a.e. gleich, so sind sie gleich,
4. VS € B(Q) : u(=5) = u(S),
5. fiir alle f € Z1(G) : [, f(—x)du(z) = [, f(x)dp(z) .

Proof. Zu "1.": Sei t die Translation um y. Dann gilt t.u = u(e —y) = u. Wegen der Transformationsformel

gilt daher
f(e+y)du = fd(t.p) = fdu.

Zu "2.": Beweis durch Widerspruch: Sei @ # V € 7 und u(V) = 0. Obda ist V eine Nullumgebung (sonst
translation um ein Element von V). Sei K C G kompakt. Dann ist K C |J,cxk + V. Also existieren
ki,...,k, € K mit K C |J;_, k; +V und daher

p(K) <Y plki +V)=> u(V)=0.

i=1 i=1

Daraus folgt (da & Radon MaB) p = 0.
Zu “3.": Beweis durch Widerspruch: Ist f # g soist V := (f — g)~}(K\ {0}) als Urbild einer offenen Menge
offen. AuBerdem ist V # @, da f # g. Also ist nach 2. u(V) > 0. Ein Widerspruch zu f = g fast tberall.
Denn sein N € B(X) mit u(N) =0 und f = g im Komplement von N. Dann ist also V' C N und daher
0<u(V) < pu(N)=0.
Zu "4.": Definiere v(S) := u(—S). Analog zu oben folgt, dass v ein Radon MaB ist. AuBerdem gilt alle
x € G

V(@ + 8) = p(~ (@ + 8)) = u(~S) = v(S).

Also ist v ein Haarsches MaB und daher existiert ¢ € (0, 00) mit v = cu. Wahlt man eine symmetrische offene
Nullumgebung U C G die in einem Kompaktum enthalten ist so folgt cu(U) = v(U) = pu(=U) = u(U). Also
c=1,daoco>u(U)>0.

Zu "5.": Folgt aus der Transformationsformel. O

3 GleichmdBige Stetigkeit und Translation

Sei G abelsche topologische Gruppe und (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 3.1 (gleichmaBig stetig). Sei £ C G und f : E — X. Dann heiBt f gleichmaBig stetig, falls
Ve > 0 existiert eine Nullumgebung V' mit Va,y € E:

r—yeV=d(f(z), fy) <e.

Proposition 3.2 (stetige Funktionen sind gleichm@Big stetig auf Kompakta). Sei K C G kompakt und
f: K — X stetig. Dann ist [ gleichmaBig stetig.



Proof. Seie > 0. Fir z € K sei W(x) := eine Umgebung von 0 mit Vy € KNW (z)+xz : d(f(z), f(y)) < e.
So ein W existiert, da f stetig und translation homdéomorph. Fiir 2 € K sei V(z) := offene Umgebung von
x mit V(z) + V(z) C W(x). Da K kompakt existieren x1,...,2, € K mit K C U?zl zj + V(xj). Sei
U := ﬂ?zl V(z;). Dann ist U eine offene Nullumgebung. Seien z,y € K mit y — « € U. Dann existiert
jed{l,....,n} mitz € x; +V(z;) Cx;+ W(xj). Also d(f(z), f(z;)) < e. Per Annahme ist

yex+UCuxj+V(zj)+U Caj+V(zj)+V(x;) Caj+ W(zy).
Also d(f(x;), f(y)) < & und damit insgesamt
d(f(x), f(y)) < d(f (@), f(2;)) + d(f(x5), f(y)) < 2.
O

Theorem 3.3 (Translationen sind gleichmiBig stetig). G LKA Gruppe, . Haarsches MaB. Seip € [1,00)
und f € LP(G). Dann ist G > x +— f(e — x) gleichmiBig stetig.

Proof. Sei € € (0,00). Sei g € Co(G) mit ||g — f|lp < €. So ein g existiert, da C.(G) dicht in L?(G) ist.
Sei K1 der support von g. Sei K5 eine kompakte Nullumgebung. Sei V' eine Nullumgebung mit V' C K> so,
dass firallez € V : [|g — g(® — z)||oo < ep(K7 + K3)~P. Dann gilt fir alle x € V:

lg —g(e —2)||5 = e (K1 + Ko) ' (K + K3).
Also gilt fiir alle z € V:
If = Flo=2)llp < I —gllp +llg —g(e —)llp + llg(e — z) — f(o — 2|, <3e.

Seien nun z,y € G mit x —y € V. Dann gilt (shift um y)

[fle=y) = fle—a)lp=lf = floe=(z—y)l, <e

4 Faltungs-Algebra

Seien X, Y lokal kompakte Hausdorff-Rdume und i, v Radon MaBe auf X bzw. Y.

Theorem 4.1 (Produkt fiir Radon-MaBe). Dann existiert ein eindeutiges Radon MaB p auf X XY mit

vieCXhge Cy): [fegdo= [ sau [ fav

p wird das Radon Produkt von i1 und v genannt.

Theorem 4.2 (Fubini). Ist h € £ (X x Y). Dann ist y + h(x,y) in LY(Y) fiir fast alle x € X und die
fast iiberall definierte Funktion z — [ h(z,y)dv(y) ist in £*(X) sowie

/h=//h(x’y)dV(y)du(w)-

Theorem 4.3 (Tonelli). Sei h: X x Y — K messbar mit den folgenden Eigenschaften:
= h =0 auBerhalb einer c-kompakten Teilmenge,
» y = Wz, y)| € LYY fiir fast alle x € X,
= die fast iiberall definierte Funktion x — [ |h(z,y)|dv(y) ist in £ (X).

Dann ist h € L1 (X xY).

In weiteren Verlauf dieses Abschnittes sei G eine o-kompakte LKA Gruppe und p ein Haarsches-MaB auf
G.



Theorem 4.4 (Konvolutions Algebra). Definiere x : L'(G) x L*(G) — L*(G) durch

(F+9)@)i= [ flo = Dowdnty)
im fast iberall Sinn. Definiere *: L*(G) — L'(G) durch
fr(@) = f(=x).

Dann ist (L*(G),*, *) eine kommutative Banach-x-Algebra.

Proof. Zur Wohldefiniertheit: Sei f,g € .Z*(G). Es ist zu zeigen, dass das Integral in der Definition von fx*g
fast dberall existiert. Definiere h : G x G — K durch h(z,y) := f(x —y)g(y). Dann ist h messbar, da h das
Produkt messbarer Funktionen ist, denn (z,y) —  — y und (x,y) — y sind stetig. Es gilt

/ / (e, )l dp()dpn(y) = |1l

Daher impliziert der Satz von Tonelli h € #1(G x G). Der Satz von Fubini impliziert nun, dass y — h(z,y) €
ZLY(G) fir fast alle z € G und, dass die fast iiberall definierte Funktion = — [ h(z,y)du(y) in L'(G) ist.
Zur Submultiplikativitdt der Norm: Wegen Fubini:

[1 [ redutlauto) < [ [ e iduwnt) = [ [ 106 )ldutz)duts) = 1711

Zur Kommutativitat: Fir fast alle x € G-

(f*9)(a / F(@ — 9)g()duly) = / =)oy + 2)duy) = / F)g(@ — y)du(y) = (g % ().

wobei Shiftinvarianz und Inversionsinvarianz verwendet wurden.
Zur Assoziativitit: Seien f,g,h € L'(G). Dann gilt fiir fast alle z € G-

(F < (gxm)a) = [ fa = 2)(g* W):)dn)
— [ [ e~ 2)alz - whty)autu)antz
Sei € G in der fast iiberall Menge. Wegen dem fiir die Wohldefiniertheit gezeigtem: Die Funktion & :
GxG — C, k(y,2) = f(x—2)g(z—1y)h(y) ist messbar und die Funktion y — |k(y, )| ist in Z*(Q) fiir fast

alle z € G. Die fast iberall definierte Funktion z — [ |k(y,2)|du(y) ist in L*(G). Daher impliziert Tonelli,
dass k € Z1(G x G) und Fubini impliziert

(f % (g% b)) / / f(@ = 2)g(= — »)h(y)du(2)duy)
=//f(fc—z—y)g(Z)h(y)du(Z)du(y)
- / (f * 9)(@ — »)h(w)duly) = (( *g) * 1) (2).

Zur Bilinearitat: Ist trivial.
Zu x-Algebra: * anti-linear und involution ist klar, isometrie auch da g inversions invariant. Seien f,g €
L'(G) Dann gilt fiir fast alle x € G:

(49" @) = [ FCa—gaiduty) = | T DaCo)duty) = (") o).

Definition 4.5 (Charakter und Duale Gruppe). 7 : G — C heiBt Charakter, falls
o firallex e G:|y(z) =1,

» firallex,y € G:y(z+y) =v@)V(y).



Definiere die duale Gruppe G als die Menge aller stetiger Charaktare (ist abelsche Gruppe mit punktweiser
Multiplikation).

Theorem 4.6. Sei T die Menge aller nicht-null Algebrahomomorphismen L*(G) — C. Definiere J : G — T
durch

J()f = / F@) (@) ().

Dann ist J bijektiv.

Proof. Zur Wohldefiniertheit: Sei v € G. Da v € L°°(G) ist J(v) als Funktional wohldefiniert. .J(v) # 0, da
|v| = 1. Es bleibt die Multiplikativitat zu iberpriifen. Wegen Fubini:

J3)(f *g) = / (f * ) @)y (@)du(z) = / £ — v)g(w)du(y)r()du(z)
- / / f(& — v — )du(@)g(v)y(v)duy)
— ()T

(7)g-

Zur Injektivitat: Die Abbildung ® : L>°(G) — (L'(G))’ definiert durch ®(g)f = [ gfu ist ein isometrischer
Isomorphismus. Seien 71,72 € G mit J(v1) = J(2). Dann folgt v; = 5 fast Giberall und wegen Proposition
von oben + Stetigkeit die Gleichheit.

Zur Surjektivitat: Sei ¢ : L'(G) — C ein nicht-null Algebrahomomorphismus. Dann ist ¢ stetig und ||| < 1.
Es existiert g € L>°(G) mit ®(g) = ¢ und ||g||cc < 1. Fiir alle f,h € L*(Q) gilt (mit Fubini):

o) [ ah = eld)etn) = o7 < 1)
— [ [ e~ phwidnwig(e)duta)
_ / / F (@ — y)g(@)du()h(y)dpu(y)
= [ elste = )h)duty).

Daraus folgt fir fast alle y € G:
e(f)a(y) = o(f (e —y)).

Sei k € LY(G) mit ¢(k) # 0. Die stetige (da Translationen stark stetig) Funktion y ~ (k)" po(k(e — y))
representiert also g und wir gehen gleich zu ihr iiber. Dann gilt fiir alle f € L*(G) und y € G-

o(f)g(y) = o(f(e—y)).
Sei z,y € G. Dann gilt
p(k)g(z +y) = p(k(e —z —y)) = p(k(e — z))g(y) = v(k)g(x)g(y).

Da (k) # 0 also folgt also fiir alle z,y € G : g(x +y) = g(x)g(y). Aus der Funktionalgleichung folgt
g(0) = g(0+0) = g(0)g(0), also g(0) = 1 oder g(0) = 0. AuBerdem folgt aus der Funktionalgleichung fiir
allez € G : g(—2)g(x) = g(0). Daraus folgt g(0) = 1 da sonst g = 0 und daher Vz € G : g(—2) = (g(x))~ .
Da |g| < 1 folgt daraus |g| = 1. Also ist g ein Charakter. O
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